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16.  Juli  1863.  Gesa  mm  t  sitzung  der  Akademie. 

Hr.  Kummer  las  über  die  Flächen  vierten  Grades, 
auf  welchen  Schaaren  von  Kegelschnitten  liegen. 

Die  allgemeine  Untersuchung  aller  Flächen  vierten  Grades, 
auf  welchen  Schaaren  von  Kegelschnitten  Statt  haben,  und  wel¬ 
che  darum  als  durch  Bewegung  eines  veränderlichen  Kegelschnitts 
entstanden  betrachtet  werden  können ,  stützt  sich  hauptsächlich 
auf  folgenden  Satz: 

W enn  eine  Ebene  aus  irgend  einer  Fläche 
eine  Curve  mit  Doppelpunkten  ausschneidet, 
so  ist  jeder  dieser  Doppelpunkte  entweder 
ein  Doppelpunkt  der  Fläche,  oder  ein  Berüh¬ 
rungspunkt  der  Ebene  und  der  Fläche. 

Unter  Doppelpunkten  einer  Curve  oder  Fläche  sind  hier  alle  die¬ 
jenigen  singulären  Punkte  zu  verstehen,  für  welche  die  ersten 
Ableitungen  gleich  Null  werden;  eine  continuirliche  Reihe  sol¬ 
cher  Doppelpunkte  auf  einer  Fläche  bildet  eine  Doppelpunkts- 
curve  derselben.  Der  Begriff  der  Berührung  ist  im  engeren 
Sinne  gefafst,  so  dafs  nicht  jede  durch  einen  Doppelpunkt  einer 
Fläche  gehende  Ebene  als  eine  in  diesem  Punkte  berührende  an¬ 
gesehen  wird,  sondern  nur  diejenigen  Punkte  als  eigentliche  Be¬ 
rührungspunkte  gelten,  deren  unendlich  nahe  Punkte  nach  allen 
Richtungen  hin  als  zugleich  auf  der  Fläche  und  der  Ebene  lie¬ 
gend  zu  betrachten  sind,  in  so  fern  in  denselben  die  Abstände 
der  Fläche  von  der  Ebene  unendlich  kleine  Gröfsen  höherer  Ord¬ 
nungen  sind. 

Wenn  eine  Ebene  aus  einer  Fläche  vierten  Grades  einen 
Kegelschnitt  ausschneidet,  so  mufs  sie  zugleich  noch  einen  zwei¬ 
ten  Kegelschnitt  ausschneiden.  Ein  solches  Kegelschnittpaar,  als 
Curve  vierten  Grades  betrachtet,  hat  nothwendig  vier  Doppel¬ 
punkte,  welche  real  oder  imaginär,  oder  auch  unendlich  entfernt 
sein  können,  und  von  denen  auch  zwei  oder  mehrere  in  einen 
zusammenfallen  können,  wenn  die  beiden  Kegelschnitte  sich  be¬ 
rühren.  Zerfällt  einer  dieser  beiden  Kegelschnitte  in  zwei  grade 
Linien,  so  sind  fünf  Doppelpunkte  vorhanden,  und  wenn  beide 
Kegelschnitte  in  grade  Linien  zerfallen,  so  bilden  sie  sechs  Dop¬ 
pelpunkte.  Umgekehrt,  wenn  eine  Ebene  aus  einer  Fläche  vier- 
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ten  Grades  eine  Curve  mit  vier,  oder  mehr  als  vier  Doppel¬ 
punkten  ausschneidet,  so  besteht  diese  Curve  vierten  Grades 
nothwendig  aus  Curven  niederer  Grade,  weil  eine  irreductible 
Curve  vierten  Grades  nicht  mehr  als  drei  Doppelpunkte  haben 
kann.  Diese  Curven  niederen  Grades  sind,  wenn  nicht  mehr 
als  vier  Doppelpunkte  vorhanden  sind,  und  wenn  nicht  drei  der¬ 
selben  in  einer  graden  Linie  liegen,  nothwendig  zwei  Kegel¬ 
schnitte,  wenn  aber  drei  dieser  vier  Doppelpunkte  in  grader 
Linie  liegen,  so  zerfällt  die  Curve  vierten  Grades  nur  in  eine 
grade  Linie  und  eine  Curve  dritten  Grades  mit  einem  Doppel¬ 
punkte.  Hat  der  Schnitt  der  Ebene  und  der  Fläche  vierten 
Grades  fünf  Doppelpunkte,  so  besteht  er  aus  einem  Kegelschnitt 
und  zwei  graden  Linien,  hat  er  sechs  Doppelpunkte,  so  besteht 
er  aus  vier  graden  Linien. 

Um  die  uneigentlichen  Flachen  vierten  Grades,  welche  aus 
zwei  Flächen  zweiten  Grades  bestehen,  von  der  folgenden  Un¬ 
tersuchung  überall  auszuschliefsen,  braucht  man  den  Satz ,  dafs 
diejenigen  Flächen  vierten  Grades,  aus  welchen  alle  beliebigen 
Ebenen  Kegelschnittpaare  ausscbneiden,  nur  aus  zwei  Flächen 
zweiten  Grades  bestehen  können,  oder  noch  besser  den  folgen¬ 
den  mehr  aussagenden  Satz,  dessen  strenger  Beweis  auf  alge¬ 
braischem  Wege  ohne  besondere  Schwierigkeit  geführt  werden 
kann ; 

W enn  alle  durch  einen  festen  Punkt  gehen¬ 
den  Ebenen  aus  einer  Fläche  vierten  Grades 
Kegelschnittpaare  ausschneiden,  so  besteht 
dieselbe  aus  zwei  Flächen  zweiten  Grades, 
mit  Ausnahme  des  einen  Falles,  wo  sie  ein 
Kegel  vierten  Grades  ist,  und  die  schneiden¬ 
den  Ebenen  alle  durch  den  Mittelpunkt  des¬ 
selben  gehen. 

Es  werden  nun  folgende  Fälle  besonders  behandelt:  erstens, 
wo  die  Schaar  der  Ebenen,  welche  Kegelschnittpaare  ausschnei¬ 
den,  nicht  eine  Schaar  von  berührenden  Ebenen  der  Fläche  ist; 
zweitens,  wo  alle  Ebenen  dieser  Schaar  Tangentialebenen  mit 
e i n em  Berührungspunkte  sind,  und  drittens,  wo  dieselben  dop¬ 
pelt  berührende  Ebenen  sind.  Es  würden  eigentlich  noch  die 
beiden  Fälle  hinzuzunehmen  sein ,  wo  eine  Schaar  von  Ebenen 
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die  Fläche  dreifach  berührt  und  wo  sie  die  Fläche  in  einer 
graden  Linie  berührt;  die  dreifach  berührenden  Ebenen,  welche 
hier  nur  solche  sein  können,  die  durch  eine  auf  der  Fläche  lie¬ 
gende  grade  Linie  gehen,  ergeben  aber  keine  bemerkenswerthen 
Schaaren  von  Kegelschnittpaaren  auf  Flächen  vierten  Grades, 
und  eine  Schaar  von  Ebenen ,  welche  in  einer  ganzen  Linie  be¬ 
rühren,  findet  nur  auf  den  abwickelbaren  Flächen  vierten  Grades 
Statt,  von  welchen  unmittelbar  klar  ist,  dafs  eine  jede  ihrer  Tan¬ 
gentialebenen  aufser  einer  graden  Doppellinie  noch  einen  Kegel¬ 
schnitt  ausschneidet. 

1.  Die  Flächen  vierten  Grades,  aus  welchen  Schaaren  von 
nicht  berührenden  Ebenen  Kegelschnitte  ausschneiden. 

Wenn  eine  Schaar  von  Ebenen,  welche  eine  Fläche  vierten 
Grades  nicht  berühren,  aus  derselben  Kegelschnittpaare  ausschnei¬ 
den  soll,  so  mufs  jede  Ebene  dieser  Schaar  nothwendig  durch 
vier  Doppelpunkte  der  Fläche  hindurch  gehen.  Ist  nun  keiner 
dieser  vier  Doppelpunkte  für  alle  Ebenen  der  Schaar  derselbe, 
sondern  alle  vier  Doppelpunkte  von  einer  Ebene  zur  andern  ver¬ 
änderlich  ,  so  mufs  die  Fläche  vierten  Grades  nothwendig  eine 
Doppelpunktscurve  vierten  Grades  haben.  Hieraus  folgt  weiter, 
dafs  alle  beliebigen,  auch  jener  Schaar  nicht  angehörenden  Ebe¬ 
nen  aus  der  Fläche  Curven  mit  vier  Doppelpunkten,  also  Kegel¬ 
schnittpaare  ausschneiden  müssen,  dafs  also  die  Fläche  vierten 
Grades  nur  aus  zwei  Flächen  zweiten  Grades  bestehen  kann. 

Ist  einer  der  vier  Doppelpunkte  für  alle  Ebenen  der  Schaar 
derselbe,  so  müssen  die  drei  anderen,  von  einer  Ebene  zur  an¬ 
dern  veränderlichen  Doppelpunkte  eine  Doppelpunktscurve  dritten 
Grades  für  die  Fläche  bilden,  welche  diesen  einen  festen  Dop¬ 
pelpunkt  der  Fläche  nicht  enthält;  es  müssen  darum  alle  durch 
diesen  festen  Punkt  gehenden  Ebenen  Curven  vierten  Grades 
mit  vier  Doppelpunkten,  also  Kegelschnittpaare  ausschneiden, 
welches  nach  dem  oben  aufgestellten  Satze  nur  dann  möglich 
ist,  wenn  die  Fläche  vierten  Grades  aus  zwei  Flächen  zweiten 
Grades  besteht,  oder  wenn  sie  eine  Kegelfläche  ist. 

Sind  von  den  vier  Doppelpunkten,  welche  jede  Ebene  der 
Schaar  aus  der  Fläche  vierten  Grades  ausschneiden  soll,  zwei 
für  alle  Ebenen  dieselben  und  nur  zwei  von  einer  Ebene  zur 
andern  veränderlich,  so  mufs  diese  Fläche  aufser  den  zwei  festen 


vom  16.  Juli  1863. 


327 


Doppelpunkten ,  durch  welche  alle  Ebenen  der  Schaar  hindurch¬ 
gehen,  noch  eine  Doppelpunktscurve  zweiten  Grades  haben  ;  und 
umgekehrt,  wenn  sie  eine  Doppelpunktscurve  zweiten  Grades 
und  aufserdem  zwei  einzelne  Doppelpunkte  hat,  so  schneiden  alle 
durch  diese  beiden  festen  Doppelpunkte  gehenden  Ebenen  Cur- 
ven  mit  vier  Doppelpunkten  aus  der  Fläche  aus,  also  Kegel¬ 
schnittpaare,  wenn  nicht  etwa  die  Verbindungslinie  beider  Dop¬ 
pelpunkte  durch  die  Doppelpunktscurve  hindurchgeht,  in  welchem 
Falle  diese  Verbindungslinie  eine  auf  der  Fläche  liegende  grade 
Linie  sein  müfste.  Man  hat  also  folgenden  Satz: 

Alle  Flächen  vierten  Grades  mit  einer  Dop¬ 
pelpunktscurve  zweiten  Grades  und  zwei  ein¬ 
zelnen  Doppelpunkten,  deren  Verbindungs¬ 
linie  nicht  durch  die  Doppelp  unkts  cur  ve  hin¬ 
durchgeht,  werden  von  der  Schaar  der  durch 
die  beiden  Doppelpunkte  gehenden  Ebenen 
in  Kegelschnittpaaren  geschnitten. 

Die  allgemeinste  Form  der  Gleichung  für  alle  Flächen  vier¬ 
ten  Grades,  welche  eine  ebene  Doppelpunktscurve  zweiten  Gra¬ 
des  haben,  ist: 

cp2  =  Ap2  \fr, 

wo  p  und  \}/  ganze  rationale  Funktionen  zweiten  Grades  sind, 
und  p  eine  lineare  Funktion  der  drei  Coordinaten.  Nimmt  man 
in  derselben  \Js  als  Produkt  zweier  linearen  Funktionen  q  und  r, 
so  erhält  man 

p2  =4p2qr, 

und  dieses  ist  die  allgemeinste  Form  der  Gleichung  aller  Flä¬ 
chen  vierten  Grades,  welche  aufser  der  Doppelpunktscurve  zwei¬ 
ten  Grades  noch  zwei  Doppelpunkte  haben,  deren  Verbindungs¬ 
linie  nicht  eine  auf  der  Fläche  liegende  grade  Linie  ist.  Die 
Curve  p  ==  o,  p=  o  ist  die  Doppelpunktscurve  zweiten  Grades, 
und  die  beiden  Durchschnittspunkte  der  graden  Linie  <7  =  0,  r  =  o, 
mit  der  Fläche  zweiten  Grades  p  =  0,  sind  die  beiden  Doppel¬ 
punkte  der  Fläche  vierten  Grades.  Alle  durch  die  Axe  7  =  0, 
r  —  0  gehenden  Ebenen  schneiden  Kegelschnittpaare  aus  der 
Fläche  aus ,  die  beiden  Ebenen  <7  =  0  und  r  =  0  schneiden  Ke- 
gelschnittpaarc  aus,  die  sich  decken,  und  sind  singuläre  Tangen- 
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tialebenen  der  Fläche,  welche  dieselbe  in  diesen  Kegelschnitten 
berühren. 

Die  Flächen  vierten  Grades,  welche  aufser  der  Doppelpunkts- 
curve  zweiten  Grades  noch  zwei  Paare  von  Doppelpunkten  ha¬ 
ben  und  zwei  durch  dieselben  hindurchgehende  Büschel  von 
Ebenen,  welche  Kegelschnittpaare  ausschneiden,  sind  alle  in  fol¬ 
gender  Form  enthalten: 

(p~  -+•  qr  —  st)&  =  4p'2qry 
oder  was  dasselbe  ist: 

( p 2  —  qr  +  st Y  —  hp'2  st, 

wo  7,  /•,  j-,  t  beliebige  lineare  Funktionen  der  Coordinaten 
sind,  welche  Gleichung  auch  in  folgende  einfache  Form  gesetzt 
werden  kann: 

p  V qr  -f-  Vst  =  0. 

Die  beiden  Büschel  von  Ebenen ,  welche  Kegelschnittpaare  aus¬ 
schneiden,  sind  q  Hf-  Ar  =  0  und  s  -f-  \xt  =  0,  für  beliebige  Werthe 
der  Constanten  X  und  /.t,  die  Ebenen  q  —  0,  r  =  0,  j  =  0,  t  =  o 
sind  vier  singuläre  Tangentialebenen  der  Fläche,  welche  die¬ 
selbe  in  Kegelschnitten  berühren,  also  einhüllen.  Da  diese  Flä¬ 
chen  aufser  der  Doppelpunktscurve  zweiten  Grades  p  =  0,  qr  —  st  =  o, 
noch  vier  einzelne  Doppelpunkte  haben,  deren  zwei  durch  die 
Gleichungen  <7  =  0,  r  =  o,  p 2  —  st  =  0,  die  beiden  anderen  durch 
die  Gleichungen  s  =  0,  /  =  0,  p 2  —  qr—  0  gegeben  sind,  und  da 
diese  vier  Doppelpunkte  auf  sechs  verschiedene  Weisen  sich  zu 
zweien  verbinden  lassen,  so  könnte  man  erwarten,  dafs  sechs 
verschiedene  Schaaren  von  Kegelschnittpaaren ,  deren  Ebenen 
durch  die  sechs  Verbindungslinien  der  vier  Doppelpunkte  gehen, 
auf  denselben  Statt  haben  mochten;  untersucht  man  aber  die 
Lage  der  vier  Doppelpunkte  genauer,  so  findet  man,  dafs  von 
den  sechs  Verbindungslinien  derselben  vier  durch  die  Doppel¬ 
punktscurve  zweiten  Grades  hindurchgehen  und  darum  auf  der 
Fläche  vierten  Grades  liegende  grade  Linien  sind ,  und  dafs  die 
beiden  Ebenenbüschel  q  Xr  =  0,  und  s  -f-  \xt  =  0  die  einzigen 
sind,  welche  Kegelschnittpaare  ausschneiden. 

In  diese  Kategorie  von  Flächen  vierten  Grades  gehört  unter 
andern  auch  die  zuerst  von  Hrn.  Charles  Dupin  behandelte 
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und  mit  dem  Namen  Cyclide  belegte  Fläche,  deren  beide  Schaa- 
ren  von  Krümmungslinien  Kreise  sind.  Die  Doppelpunktscurve 
zweiten  Grades  liegt  bei  derselben  im  Unendlichen,  und  von  den 
vier  einzelnen  Doppelpunkten  sind  stets  zwei  imaginär,  die  bei¬ 
den  anderen  aber  können  real  sein.  Die  Gleichung  dieser  Flä¬ 
che  kann  in  folgende  einfache  Form  gesetzt  werden: 

b 2  =  1 '  (ax  —  ek )  2  -+-  b 2y 2  -§-V (ex  —  ak)  2  —  b2  z2. 

Die  allgemeine  Untersuchung  führt  nun  weiter  zu  dem  Falle, 
wo  die  Schaar  von  Ebenen ,  welche  Kegelschnittpaare  aus  der 
Fläche  vierten  Grades  ausschneiden  sollen,  durch  drei  oder  meh¬ 
rere  feste  Doppelpunkte  der  Fläche  hindurchgeht.  Eine  Schaar 
solcher  Ebenen  kann  aber  nur  dann  Statt  haben,  wenn  alle  diese 
Doppelpunkte  in  grader  Linie  liegen,  welche  eine  grade  Doppel¬ 
punktslinie  der  Fläche  ist.  Dieser  Fall  giebt  unmittelbar  folgen¬ 
den  Satz: 

Aus  einer  jeden  Fläche  vierten  Grades,  wel¬ 
che  eine  grade  Doppelpunktslinie  hat,  schnei¬ 
den  alle  durch  die  Doppelpunktslinie  geleg¬ 
ten  Ebenen  Kegelschnitte  aus. 

Die  Gleichungen  der  Flächen  dieser  Kategorie  sind  alle  in  fol¬ 
gender  Form  enthalten: 

P2cp>  ~h  2pq<pt  •+•  =  o 

wo  cp,  </>M  cp2  beliebige  Funktionen  zweiten  Grades,  p  und  q 
lineare  Funktionen  der  Coordinaten  sind ,  p  =  0,  q  =  0  ist  die 
Linie  der  Doppelpunkte. 

Endlich  bleiben  hier  noch  die  Fälle  zu  untersuchen,  dafs 
von  den  vier  Doppelpunkten  der  Kegcdschnittpaare ,  welche  von 
einer  Schaar  von  Ebenen  ausgeschnitten  werden  sollen,  zwei 
oder  mehrere  in  einem ,  oder  in  zwei  festen  Punkten  vereinigt 
sind,  in  welchen  diese  Kegelschnittpaare  sich  berühren.  Die 
vollständige  Erörterung  aller  dieser  Fälle  ergiebt  zunächst  nur 
eine  speciellere  Fläche  der  bereits  gefundenen  Art  cp2=4p2qr, 
mit  einer  Doppelpunktscurve  zweiten  Grades  und  zwei  Doppel¬ 
punkten,  nämlich  diejenige ,  in  welcher  die  beiden  Doppelpunkte 
unendlich  nahe  an  einander  liegen,  aufserdem  aber  führt  sie  auf 
eine  neue  merkwürdige  Art  von  Flächen  vierten  Grades,  auf 


330 


Gesammtsitiung 


welchen  eine  Schaar  von  Kegelschnittpaaren  liegen,  die  einen 
doppelten  Contakt  haben.  Es  sind  diefs  die  Flächen  vierten 
Grades,  welche  in  zwei  verschiedenen  Punkten  sich  selbst  be¬ 
rühren.  Legt  man  nämlich  durch  die  beiden  Selbstberührungs¬ 
punkte  einer  solchen  Fläche  irgend  eine  Ebene ,  so  schneidet 
dieselbe  eine  Curve  aus,  welche  in  diesen  beiden  Punkten  sich 
selbst  berührt;  eine  Curve  vierten  Grades  kann  aber  nicht  zwei 
Punkte  der  Selbstberührung  haben,  aufser  wenn  sie  aus  zwei 
Kegelschnitten  besteht,  man  hat  also  folgenden  Satz: 

Die  Flächen  vierten  Grades,  welche  in  zwei 
verschiedenen  Punkten  sieh  selbst  berühren, 
haben  die  Eigenschaft,  dafs  alle  durch  die 
beiden  Selbstberührungspunkte  gehenden 
Ebenen  aus  ihnen  Kegelschnittpaare  aus- 
schneiden,  welche  sich  in  diesen  beiden 
Punkten  berühren. 

Die  allgemeinste  Form  der  Gleichung  für  diese  Art  von  Flä¬ 
chen  ist: 

02  =  ap1*  -f-  4bp3 q  -f-  6  cp2 q9  -+-  Adpq3  -+-  eq^ , 

wo  cp  eine  Funktion  zweiten  Grades  ist,  p  und  q  lineare  Funk¬ 
tionen  und  a,  £,  c,  rf,  e  Constanten.  Die  beiden  Punkte,  in 
denen  diese  Fläche  sich  selbst  berührt,  sind  die  Durchschnitts¬ 
punkte  der  graden  Linie  p  =  0,  <7=0  mit  der  Fläche  zweiten 
Grades  0  =  0.  Alle  Ebenen  des  Büschels  p-+-Xq  =  0  schneiden 
Kegelschnitfpaare  mit  doppeltem  Contakt  aus  der  Fläche  aus,  die 
vier  Ebenen  aber,  in  welche  der  Ausdruck  vierten  Grades 

ap 4  bbp^q  6cp2q2  -f-  hdpq 3  -f-  eq^  =0 

zerfällt  werden  kann  schneiden  aus  der  Fläche  Kegelschnittpaare 
aus,  die  sich  vollständig  decken,  sie  sind  also  singuläre  Tangen¬ 
tialebenen  der  Fläche,  welche  dieselbe  in  diesen  Kegelschnitten 
berühren.  Eine  Doppelpunktscurve  hat  diese  Art  von  Flächen 
im  allgemeinen  nicht,  sondern  nur  in  dem  speciellen  Falle,  wo 
zwei  der  vier  singulären  Tangentialebenen  sich  zu  einer  vereini¬ 
gen,  d.  i.  wenn  jener  Ausdruck  vierten  Grades  zwei  gleiche 
lineare  Faktoren  hat. 
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Fafst  man  alle  Fälle  zusammen,  in  denen  eine  Schaar  von 
Ebenen,  welche  nicht  Tangentialebenen  sind,  aus  einer  Fläche 
vierten  Grades  Kegelschnitte  ausschneidet ,  so  ergiebt  sich  aus 
denselben  das  allgemeine  Resultat: 

W enn  eine  Schaar  von  Ebenen,  welche  nicht 
berührende  Ebenen  einer  Fläche  vierten  Gra¬ 
des  sind,  aus  derselben  Kegelschnitte  aus¬ 
schneidet,  so  gehen  alle  Ebenen  dieser  Schaar 
nothwendig  durch  eine  feste  grade  Linie. 
Alle  Flächen  vierten  Grades,  aus  welchen 
Schaaren  von  nicht  berührenden  Ebenen  Ke¬ 
gelschnitte  aussch  neiden,  können  daher  als 
durch  Rotation  eines  veränderlichen  Kegel¬ 
schnitts  um  eine,  in  seiner  Ebene  liegende, 
feste  Axe  entstanden  betrachtet  werden. 

2.  Die  Flächen  vierten  Grades,  aus  welchen  Schaaren  ein¬ 
fach  berührender  Ebenen  Kegelschnitte  ausschneiden. 

Damit  eine  einfach  berührende  Ebene  aus  einer  Fläche  vier¬ 
ten  Grades  ein  Kegelschnittpaar  ausschneide,  mufs  sie  nothwen¬ 
dig  durch  drei  Doppelpunkte  der  Fläche  hindurchgehen  und  diese 
Bedingung  ist  zugleich  hinreichend,  wenn  nicht  der  Berührungs¬ 
punkt  mit  zweien  dieser  Doppelpunkte  in  einer  graden  Linie 
liegt,  welche  alsdann  eine  grade  Linie  der  Fläche  sein  mufs. 

Wenn  nun  erstens  die  Ebenen  der  Schaar  nicht  alle  durch 
einen  festen  Doppelpunkt  der  Fläche  hindurchgehen ,  so  bilden 
die  von  einer  Ebene  zur  andern  veränderlichen  drei  Doppelpunkte, 
welche  jede  dieser  Ebenen  ausscbneiden  mufs,  eine  Doppelpunkts- 
curve  dritten  Grades;  der  Fall  aber,  dafs  der  Berührungspunkt 
mit  zweien  der  übrigen  drei  von  der  Tangentialebene  ausge¬ 
schnittenen  Doppelpunkten  stets  in  grader  Linie  liegt,  tritt  alle¬ 
mal  dann,  und  auch  nur  dann  ein,  wenn  die  Fläche  vierten  Gra¬ 
des  eine  gradlinige  ist.  Also  alle  Flächen  vierten  Grades,  welche 
eine  Doppelpunktscurve  dritten  Grades  haben  und  welche  nicht 
gradlinige  Flächen  sind,  werden  von  allen  ihren  Tangentialebenen 
in  Kegelschnittpaaren  geschnitten ,  aus  den  gradlinigen  Flächen 
vierten  Grades  aber  schneiden  die  in  einem  Punkte  berührenden 
Ebenen  nur  grade  Linien  mit  Curven  dritten  Grades  aus. 
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Untersucht  man  nun  die  besonderen  Fälle,  erstens,  wo  die 
Doppelpunktscurve  dritten  Grades  eine  Curve  doppelter  Krüm¬ 
mung  ist,  zweitens,  wo  sie  aus  einem  Kegelschnitt  und  einer 
graden  Linie  besteht,  und  drittens,  wo  sie  aus  drei  graden  Li¬ 
nien  besteht,  so  findet  man : 

Alle  Flächen  vierten  Grades,  welche  eine  Curve  doppelter 
Krümmung  vom  dritten  Grade  zur  Doppelpunktscurve  haben, 
sind  nothwendig  gradlinige  Flächen. 

Einen  Kegelschnitt  und  eine  gerade  Linie  als  Doppelpunkts- 
curven  kann  eine  Fläche  vierten  Grades  nur  dann  enthalten, 
wenn  die  grade  Linie  den  Kegelschnitt  in  einem  Punkte  schnei¬ 
det;  alle  Flächen  dieser  Art  sind  aber  ebenfalls  nur  gradlinige. 

Drei  grade  Doppelpunktslinien  können  Flächen  vierten  Gra¬ 
des  nur  in  folgenden  drei  Fällen  enthalten,  erstens,  wenn  diese 
drei  graden  Linien,  in  eine  zusammenfallend,  eine  dreifache  Linie 
der  Fläche  bilden,  zweitens,  wenn  zwei  dieser  graden  Doppel¬ 
punktslinien  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  die  dritte  aber  diese 
beiden  schneidet  und  drittens,  wenn  alle  drei  graden  Doppel¬ 
punktslinien  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen.  Der  erste 
und  zweite  dieser  Fälle  kann  aber  wieder  nur  bei  gradlinigen 
Flächen  Statt  haben,  es  bleibt  daher  nur  der  eine  Fall  übrig, 
wo  die  drei  graden  Doppelpunktslinien  durch  einen  und  densel¬ 
ben  Punkt  gehen,  in  welchem  die  Fläche  vierten  Grades  im  all¬ 
gemeinen  nicht  eine  gradlinige  ist.  Also: 

Die  Flächen  vierten  Grades,  welche  drei 
durch  einen  und  denselben  Punkt  gehende 
grade  Doppelpunktslinien  besitzen,  haben  die 
Eigenschaft,  dafs  alle  Tangentialebenen  aus 
denselben  Kegelschnittpaare  aus  s  chneiden. 

Die  allgemeinste  Form  der  Gleichung  dieser  Flächen  ist: 

Aq2r 2  +  Br2p 2  -f-  Cp2 q2  +  2 Dpqrs  =  0, 

wo  /?,  9,  r,  s  beliebige  lineare  Funktionen  der  Coordinaten  sind, 
und  A,  B ,  C,  D  beliebige  Constanten.  Die  drei  Ebenen  p  —  0, 
q  =  0,  r  =  0  sind  diejenigen,  deren  drei  Durchschnittslinien  die 
Doppelpunktslinien  der  Fläche  sind,  der  Durchschnittspunkt  der¬ 
selben  p  =  0,  q  =  0,  r  =  o  ist  ein  dreifacher  Punkt  der  Fläche. 
Auf  dieser  Fläche  liegen  unendlich  viele  Schaaren  von  Kegel- 
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schnitten,  in  der  Art,  dafs  durch  jeden  beliebigen  Punkt  des  Rau¬ 
mes  eine  ganze  Schaar  von  Ebenen  geht,  welche  alle  Kegel¬ 
schnittpaare  aus  der  Fläche  ausschneiden.  Alle  Ebenen  einer 
solchen  Schaar  hüllen  einen  Kegel  sechsten  Grades  ein,  welcher 
ein  einhüllender  Kegel  der  Fläche  ist.  Durch  einen  jeden  Punkt 
auf  der  Fläche  gehen  unendlich  viele  Kegelschnitte,  deren  Ebe¬ 
nen  einen  Kegel  vierten  Grades  einhüllen,  welcher,  wenn  der 
Punkt  auf  einer  der  drei  Doppelpunktslinien  liegt,  zu  einem  Ke¬ 
gel  zweiten  Grades  wird. 

Diese  merkwürdige  Art  von  Flächen  vierten  Grades ,  die 
einzige,  auf  welcher  unendlich  viele  Schaaren  von  Kegelschnitten 
Statt  haben,  hat  Steiner  vor  einer  Reihevon  Jahren  entdeckt, 
er  hat  aber  nichts  davon  veröffentlicht,  sondern  nur  Hrn. 
Weierstrafs  eine  Construction  derselben  mitgetheilt,  aus  wel¬ 
cher  dieser  ihre  Gleichungen  in  folgender  Form  berechnet  hat: 

_  K  _L  _ M 

x  ~  n'  y  ~  iv’  Z~  N1 

wo  A”,  Z,  M,  N  beliebige  ganze  Funktionen  zweiten  Grades  von 
zwei  unabhängigen  Veränderlichen  sind;  aus  dieser  Form  aber 
lassen  sich  die  Haupteigenschaften  der  Fläche,  namentlich  die 
drei  graden  Doppelpunktslinien  und  der  ihnen  gemeinsame  drei¬ 
fache  Punkt,  welche  in  der  oben  angegebenen  Form  klar  am 
Tage  liegen,  nur  schwer  erkennen. 

Wenn  die  Schaar  der  einfach  berührenden  Ebenen,  welche 
aus  einer  Fläche  vierten  Grades  Kegelschnittpaare  ausschneiden 
sollen,  durch  einen  festen  Doppelpunkt  der  Fläche  hindurchgeht, 
so  sind  nur  zwei  der  drei  Doppelpunkte  der  Fläche,  welche  aus¬ 
geschnitten  werden  müssen ,  von  einer  Ebene  der  Schaar  zur 
andern  veränderlich,  dieselben  müssen  daher  eine  Doppelpunkts- 
curve  zweiten  Grades  bilden,  und  umgekehrt: 

Wenn  eine  Fläche  vierten  Grades  eine  ebene 
D  oppelpunktscurve  zweiten  Grades  und  au¬ 
fs  er  dieser  noch  einen  Doppelpunkt  hat,  so 
schneiden  alle  durch  diesen  Doppelpunkt  ge¬ 
henden  Tangentialebenen  K  eg  eischnittpaare 
aus  derselben  aus. 

Die  allgemeinste  Form  der  Gleichung  der  Flächen  vierten  Gra- 
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des,  welche  aufser  einer  Doppelpunktscurve  zweiten  Grades  noch 
einen  Doppelpunkt  haben,  erhält  man,  indem  man  in  der  Glei¬ 
chung 

<pz  =  4  p*4/ 

4 /  und  cp  so  wählt,  dafs  4/  =  °  einen  Kegel  zweiten  Grades  dar¬ 
stellt,  und  dafs  die  Fläche  zweiten  Grades  cp  =  0  durch  den  Mit¬ 
telpunkt  des  Kegels  4/  =  0  hindurchgeht.  Der  Mittelpunkt  die¬ 
ses  Kegels  ist  alsdann  Doppelpunkt  der  Fläche,  und  die  Schaar 
der  durch  denselben  hindurchgehenden  und  die  Fläche  vierten 
Grades  berührenden  Ebenen,  welche  Kegelschnittpaare  aus  der¬ 
selben  ausschneidet,  ist  dieselbe  als  die  Schaar  der  berührenden 
Ebenen  des  Kegels  \|/  =  o.  Derjenige  Kegel  zweiten  Grades, 
welcher  in  dem  festen  Doppelpunkte  an  die  Fläche  vierten  Gra¬ 
des  sich  am  genausten  anschliefst,  kann  ebenfalls  als  ein  solcher 
angesehen  werden,  dessen  Tangentialebenen  zugleich  berührende 
Ebenen  der  Fläche  sind,  aber  die  Berührungspunkte  derselben 
fallen  überall  mit  dem  festen  Doppelpunkte  selbst  zusammen,  und 
jede  der  durch  dieselben  ausgeschnittenen  Curven  hat  in  diesem 
Punkte  eine  Spitze  und  aufserdem  zwei  Doppelpunkte,  ist  also 
nicht  ein  Kegelschnittpaar,  sondern  eine  irreductible  Curve  vier¬ 
ten  Grades. 

Der  Fall,  dafs  eine  Schaar  berührender  Ebenen  durch  zwei 
feste  Doppelpunkte  der  Fläche  hindurchgeht,  welcher  nur  dann 
Statt  haben  kann,  wenn  die  Verbindungslinie  der  beiden  Dop¬ 
pelpunkte  eine  auf  der  Fläche  liegende  grade  Linie  ist,  führt  auf 
keine  besondere  Art  von  Flächen  vierten  Grades  mit  Schaaren 
von  Kegelschnitten. 

3.  Die  Flächen  vierten  Grades ,  aus  welchen  Schaaren  von 
zweifach  berührenden  Ebenen  Kegelschnitte  ausschneiden. 

Jede  zweifach  berührende  Ebene,  welche  ein  Kegelschnitt¬ 
paar  aus  einer  Fläche  vierten  Grades  ausschneiden  soll,  mufs 
nothwendig  durch  zwei  Doppelpunkte  der  Fläche  hindurch  gehen. 
Wenn  nun  eine  ganze  Schaar  solcher  Ebenen  Statt  haben  soll, 
so  können  dieselben  nicht  alle  durch  einen  festen  Punkt  gehen, 
die  beiden  Doppelpunkte  müssen  daher  von  einer  Ebene  der 
Schaar  zur  andern  veränderlich  sein  und  eine  Doppelpunktscurve 
zweiten  Grades  bilden,  also: 
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Die  Flächen  vierten  Grades,  welche  eine 
ebene  Doppel  punkts  curve  zweiten  Grades 
haben,  werden  von  allen  doppelt  berühren¬ 
den  Ebenen  in  Kegelschnittpaaren  geschnit¬ 
ten. 

Die  schon  oben  aufgestellte  Gleichung  aller  Flächen  vierten  Gra¬ 
des,  welche  eine  ebene  Doppelpunktscurve  zweiten  Grades  haben, 
nämlich 

c p 2  =  4  p2'!/ 

kann  man  auch  in  folgende  Form  setzen: 

((p  -f-  2 X/?2)2  =  4 p2(\}/  H-  Xcp  ”1-  X2/?2), 

in  welcher  X  eine  ganz  beliebige  Constante  ist.  Bestimmt  man 
diese  Constante  in  der  Art,  dafs  die  Fläche  zweiten  Grades 

\Jy  “1—  Xcp  "1“  X2yt>2  =  0 

eine  Kegelfläche  wird,  so  ist  diese  Kegelfläche  eine  solche,  wel¬ 
che  die  Fläche  vierten  Grades  doppelt  einhüllt,  in  der  Art,  dafs 
jede  Tangentialebene  dieser  Kegelfläche  die  Fläche  vierten  Gra¬ 
des  in  zwei  verschiedenen  Punkten  berührt;  die  Schaar  der,  die¬ 
sen  Kegel  berührenden  Ebenen  ist  also  eine  Schaar  doppelt  be¬ 
rührender  Tangentialebenen  der  Fläche  vierten  Grades,  welche 
Kegelschnittpaare  aus  derselben  ausschneiden.  Die  leicht  zu  ent¬ 
wickelnde  Bedingung,  dafs  \J/  -f-  X(/>  -f-  ?Jp2  =  o  eine  Kegelfläche 
darstelle,  führt  auf  eine  Gleichung  fünften  Grades  für  die  Con¬ 
stante  X,  deren  fünf  Wurzelu  fünf  Kegelflächen  geben,  also: 

Es  giebt  im  allgemeinen  fünf  verschiedene 
Kegel  zweiten  Grades,  deren  Tangentialebe¬ 
nen  eine  Fläche  vierten  Grades  mit  einer 
Doppelpunktscurve  zweiten  Grades  doppelt 
berühren,  und  Kegelschnittpaare  aus  dersel¬ 
ben  ausschneiden. 

Wenn  die  Gleichung  fünften  Grades  für  X  imaginäre  Wurzeln 
hat,  so  werden  die  denselben  entsprechenden  Schaaren  doppelt 
berührender  Ebenen ,  welche  Kegelschnittpaare  ausschneiden, 
ebenfalls  imaginär;  wenn  diese  Gleichung  aber  zwei  gleiche 
Wurzeln  hat,  so  treten  an  die  Stelle  der  entsprechenden  Schaa¬ 
ren  doppelt  berührender  Ebenen  nur  zwei  singuläre  Tangential- 
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ebenen  der  Fläche  vierten  Grades,  welche  dieselbe  in  Kegel¬ 
schnitten  berühren,  oder  auch  eine  Schaar  einfach  berührender 
Ebenen,  welche  aber  alle  durch  einen  festen  Doppelpunkt  der  . 
Fläche  gehen.  Hat  die  Fläche  vierten  Grades  aufser  der  Dop- 
pelpunktscurve  zweiten  Grades  noch  ein  oder  zwei  Paare  von 
Doppelpunkten,  deren  Verbindungslinien  nicht  durch  die  Dop- 
pelpunktscurve  hindurchgehen,  und  demgemäfs  eine  oder  zwei 
Schaaren  von  nicht  berührenden  Ebenen,  welche  Kegelschnitt  - 
paare  ausschneiden,  so  bleiben  von  den  fünf  Schaaren  doppelt 
berührender  Ebenen  stets  nur  drei  oder  eine  übrig,  weil  die 
anderen  zu  singulären  Tangentialebenen  der  Fläche  werden. 

Für  die  Dupinsche  Cyclide  hat  die  Gleichung  fünften  Gra¬ 
des,  welche  die  fünf  Schaaren  doppelt  berührender  Ebenen  be¬ 
stimmt,  zwei  Paare  gleicher  Wurzeln,  welchen  die  vier  singu¬ 
lären  Tangentialebenen  dieser  Fläche  entsprechen  (von  denen 
zwei  stets  imaginär  sind);  die  fünfte  Wurzel  dieser  Gleichung 
aber  giebt  einen  wirklichen  Kegel  zweiten  Grades,  dessen  Tan¬ 
gentialebenen  Kegelschnittpaare  aus  der  Cyclide  ausschneiden. 
Hr.  Stud.  Schwarz,  dem  ich  die  Existenz  dieser,  wie  ich 
glaube  früher  noch  nicht  bemerkten  Schaar  von  Kegelschnitt¬ 
paaren  auf  der  Cyclide  mitgetheilt  habe,  hat  gefunden,  dafs  die¬ 
selbe  stets  eine  Doppelschaar  von  Kreisen  ist,  dafs  also  diese 
Fläche  nicht  nur  auf  zwei,  sondern  sogar  auf  vier  verschiedene 
Weisen  durch  Bewegung  eines  veränderlichen  Kreises  erzeugt 
werden  kann. 

Endlich  sind  hier  noch  die  gradlinigen  Flächen  vierten  Gra¬ 
des  zu  erwähnen.  Die  doppelt  berührenden  Ebenen  derselben 
gehen  stets  durch  zwei  der  erzeugenden  Graden,  sie  schneiden 
also  aufser  diesen  beiden  graden  Linien  nothwendig  noch  Kegel¬ 
schnitte  aus,  welche  auch  selbst  wieder  in  zwei  grade  Linien 
zerfallen  können.  Also: 

Alle  doppelt  berührenden  Ebenen  der  grad¬ 
linigen  Flächen  vierten  Grades  schneiden  aus 
denselben  zwei  grade  Linien  und  einen  Ke¬ 
gelschnitt  aus. 
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Hr.  Weierstrafs  knüpfte  an  das  Vorstehende  folgende 
Bemerkung  an: 

Auf  die  merkwürdige  Fläche,  welche  Hr.  Kummer  in  sei¬ 
nem  Vortrage  als  eine  von  Steiner  entdeckte  anführt,  ist  die¬ 
ser,  wie  ich  von  ihm  erfahren  habe,  gekommen,  als  er  sich  vor 
etwa  fünfundzwanzig  Jahren  mit  Untersuchungen  über  polare 
Beziehungen  zwischen  Punkten  und  Systemen  von  Linien  und 
Flächen  zweiten  Grades  beschäftigte.  Da  ich  Grund  habe  zu 
bezweifeln,  dafs  sich  in  den  Unterlassenen  Papieren  unseres 
verstorbenen  Collegen  über  diesen  Gegenstand  etwas  Zusam¬ 
menhängendes  finden  werde,  so  möge  es  mir  gestattet  sein,  bei 
dieser  Gelegenheit  das  mir  vor  einigen  Jahren  darüber  Mitge- 
theilte,  so  unvollständig  es  sein  möge,  bekannt  zu  machen. 

Die  erwähnten  Untersuchungen  hatten  Steiner  zu  folgen¬ 
dem  Satze  geführt,  vermittelst  dessen  man,  wenn  man  sich  alle 
möglichen  Flächen  zweiten  Grades  denkt,  jeder  derselben  einen 
bestimmten  Punkt  des  Raumes  zuordnen  kann. 

Man  nehme  eine  solche  Fläche  ^)30  willkühr- 
lich  an,  und  auf  derselben  einen  festen  Punkt 
A\  zieht  man  dann  von  diesem  aus  irgend 
dr ei  S eh n e n  AL,  AM ,  AN ,  welche  dreien  con- 
jugirten  Durchmessern  (einer  andern  Fläche 
^  parallel  sind,  und  legt  durch  die  End¬ 
punkte//,  Jf,  N  derselben  eine  Ebene,  so  geht 
diese  stets  durch  einen  Punkt  P ,  dessen  Lage 
—  nachdem  ^)30  und  A  fixirt  sind  —  blofs  von 
der  Fläche  ^3  ab  hängt,  und  der  Pol  der  letz¬ 
tem  heifsen  möge. 

Ich  mufs  jedoch  bemerken,  dafs  dieser  interessante  Satz, 
der  sich  nach  Steiner’s  Angabe  synthetisch  auf  sehr  einfache 
Weise  ergeben  soll,  bereits  im  Jahre  1837  von  Hrn.  Hesse 
veröffentlicht  und  analytisch  bewiesen  worden  ist1).  Betrach¬ 
tet  man  nun  die  Schaar  derjenigen  Flächen  ^3,  welche  durch 
die  Schnittlinie  zweier  bestimmten,  ^3,  und  ^3 2 ,  gehen,  und 
untersucht  den  geometrischen  Ort  ihrer  Pole;  so  ergiebt  sich, 
dafs  derselbe  ein  Kegelschnitt  ist. 


*)  Crelle’s  Journal  B.  18.  pag.  110. 
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Dieses  vorausgesetzt  nehme  man  drei  Flächen  *ß,,  ^ß3 

an  und  denke  sich  zunächst  durch  *  die  Schnittlinie  zweier  von 
ihnen  eine  neue  gelegt,  und  dann  wieder  eine  durch  den  Durch¬ 
schnitt  dieser  und  der  dritten;  so  gelangt  man  zu  einem  Sy¬ 
stem  von  Fläche  'iß,  welche  man  den  Punkten  einer  Ebene  in 
der  Art  zuordnen  kann ,  dafs  jeder  graden  Linie  der  letztem 
eine  vollständige  Schaar  solcher  Flächen  zweiten  Grades  ent¬ 
spricht,  welche  eine  gemeinschaftliche  Schnittlinie  haben.  Dar¬ 
aus  folgt,  nach  dem  vorhergehenden  Satze,  dafs  die  Pole  der 
$  eine  Fläche  bilden,  auf  welcher  unendlich  viele 
Sc  haaren  von  Kegelschnitten  liegen,  oder  welche  — 
was  dasselbe  besagt  —  auf  unendlich  viele  Arten 
d  urch  ß e wegung  eines  ve rän d  e rlich en  Kege  Isch  n  i tt s 
erzeugt  werden  kann. 

Diese  Fläche  ist  nun  identisch  mit  der  von  Hrn.  Kum¬ 
mer  in  der  vorstehenden  Abhandlung  §.  2.  aufgestellten,  indem 
sie  die  charakteristischen  Eigenschaften  der  letztem  besitzt. 
Steiner  hatte  nämlich  gefunden,  dafs,  wenn  man  einen 
der  angegebenen  Kegelschnitte  betrachtet,  in  der 
Ebene  desselben  stets  noch  ein  zweiter  liege,  und 
daraus  den  Schlufs  gezogen,  dafs  die  Fläche  vom  vierten 
Grade  sein  müsse.  Ferner  hatte  er  erkannt,  dafs  die 
Ebenen  zweier  solcher  Kegelschnitte  in  einem  der 
vier  Durchschnittspunkte  derselben  die  Fläche  be¬ 
rühre,  und  dafs  der  geometrische  Ort  der  drei  an¬ 
dern  ein  System  von  drei  graden,  in  der  Fläche  lie¬ 
genden  und  in  einem  ausgezeichneten  Punkte  der¬ 
selben  sich  scheidenden  Linien  sei. 

Durch  welche  Betrachtungen  Steiner  diese  Eigenschaften 
seiner  Fläche  ermittelt  hat,  kann  ich  nicht  angeben.  Analytisch 
sind  sie  leicht  aufzufinden,  indem  man  aus  der  hier  angegebenen 
geometrischen  Construction  der  Fläche  die  von  Hrn.  Kummer 
aufgestellte  Gleichung  derselben  ableitet,  was  bei  einer  passen¬ 
den  Wahl  der  Flächen  ^ß,,  ‘jßg,  ^ß3  in  dem  betrachteten  Sy¬ 
stem  nicht  schwer  ist. 


Gaylord  Bros. 

Makers 
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